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Введение 

 

Алгебра и аналитическая геометрия – один из базовых курсов, лежащих в 

основе математического образования студентов технического университета. Данное 

пособие представляет собой учебно-методическую разработку  по разделу «Матрицы 

и системы линейных уравнений» указанного курса.  

Учебное пособие состоит из трех глав: «Матрицы и определители», «Системы 

линейных уравнений», «Практическая часть». Теоретический материал первых двух 

глав сопровождается примерами и типовыми задачами.  Третья глава содержит задачи для 

самостоятельного решения с ответами. В конце третьей главы приводится типовой 

вариант контрольной работы по данному разделу линейной алгебры. 

 Настоящее учебно-методическое пособие предназначено для студентов 1-го курса 

технических специальностей университета. Оно призвано облегчить студентам изучение 

курса и помочь подготовиться к успешной сдаче экзамена. Также пособие может быть 

использовано преподавателями при подготовке к лекционным и практическим занятиям. 
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Глава 1 

МАТРИЦЫ И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ 

 

 

§1. Понятие матрицы. Виды матриц 

 

Определение 1.1.1. Матрицей размера mn (m,nN) называется совокупность mn 

чисел, заданных в виде прямоугольной таблицы, состоящей из m строк и  n столбцов: 
 

....

....

...

...

21

22221

11211





















mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A                                          (1.1.1) 

 

Если число строк в таблице не совпадает с числом столбцов, т.е. , то матрица 

называется прямоугольной. Матрица, у которой  число строк равно числу  столбцов 

(m=n),  называется квадратной  порядка n. 

nm 

Числа из таблицы (1.1.1) будем называть элементами матрицы. Элемент, 

стоящий на пересечении i-й строки и j-го столбца матрицы A, обозначается . 

Условимся, что все элементы рассматриваемых нами матриц – действительные числа; 

будем называть такие матрицы действительными. 

ija

Матрицы обозначаются прописными латинскими буквами, а их элементы –

соответствующими строчными. Для обозначения матрицы (1.1.1) употребляется также 

запись: , где )( ijaA  mi ,1 ; nj ,1 , или A , когда хотят указать размер матрицы. 

Для квадратных матриц n-го порядка вместо A  будем писать . 

nm

nn nA

Пример 1.1.1. Рассмотрим матрицы 

.98

03

,6

4

2

5

3

1


























 BA     

Матрица А – прямоугольная матрица размера 32 с элементами: ,3,2,1 211211  aaa  

. Матрица B – квадратная 2-го порядка, ее элементы: 

. 

6,5,4 323122  aaa

,8,0,3 211211  bbb 922 b
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Простейшим соотношением между матрицами является их равенство. 

Определение 1.1.2. Две матрицы )( ijaA   и )( ijbB   называются равными, если 

они одинаковых размеров и их соот щ енты равны, т.е. ijij baветствую ие элем   

 mi ,1 ; nj ,1 . 

Определение 1.1.3. Диагональ квадратной матрицы, идущая от левого верхнего 

к пра

Определен адратную матрицу

вому нижнему углу (составленная из элементов nnaaa ,...,, 2211 ), называется 

главной, а диагональ, идущая от верхнего правого левому углу 

( 121 nn,n a. ,,a,a  ) – побочной. 

ие 1.1.4.  Кв

к нижнему 

1 ..

 )( ijaA  ; nji ,1,  , у которой все 

элемен улю, т. ты, расположенные вне главной диагонали н е. 0ija , , равны ji  , 

будем называть диагональной.  Она имеет вид 

...a 011

.a...

....

...a

nn














 00

00

0

22                                               (1.1.2) 

В частности, если в матрице (1.1.2) все диагональные элементы равны единице, 

то так

еров, у которой все элементы 

равны

ратная матрица 

ую матрицу называют единичной и обозначают E. 

Определение 1.1.5. Матрица O произвольных разм

 нулю, называется нулевой. 

Определение 1.1.6. Квад )( ijaA  ; nji ,1,   называется 

треуг под главной дольной, если все элементы матрицы, располо  иагональю 

(над главной диагональю), равны нулю, т. е. 0

женные 

ija  при  i >j ( 0ija  при i < j), 

...0...  aaa

....

....

0...

0

,...00

....

...0

21

2221

11

222

11211






























 nnnnnn

n

n

aaa

aa

a

a

aa
                     (1.1.3) 

Первую из этих матриц называют верхней треугольной, а вторую – нижней треугольной. 

к 

верхне

Замечание 1.1.1. Диагональные матрицы являются частным случаем ка

й треугольной, так и нижней треугольной матриц. 
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Определение 1.1.7. Матрица произвольного размера  

                                      (1.1.4) 

называется трапециевидной. 

ямоугольные матрицы размера m














 nrrr

nr

aa

aaa

......00

......

......0 2222

 nr aaaa ...... 111211

Определение 1.1.8.  Пр 1 (1 ) называются 

столб

рицу как совокупность строк или столбцов. 

Напри

n

цевыми (строчными) матрицами. 

Часто удобно рассматривать мат

мер, матрицу (1.1.1) можно представить как строчную матрицу  naaaA ...21  

размера 1n, где каждый элемент ),1( nja j  – столбец  высоты  m: 

 aa

,
...

...

,
...

,
...

2

1

2

22

12

2

1

21

11

1
















































mn

n

n

n

mm a

a
a

a

a

a

a

a

a
a                          (1.1.5) 

или в виде столбцевой матрицы размера m





















ma

a

a

A
...

2

1

 1, где каждый элемент 

),1( miai   – строка длиной n:  

 )....(...,),...( 21222211 mnmmmn aaaaaaaa ),...( 211211 n aaaa        (1.1.6) 

 

§2. Операции над матрицами и их свойства 

I. Сложение матриц 

уммой двух матриц 

 

 

Определение 1.2.1.  С )( ijnm aA   и называется 

матри

 )( ijnm bB   

ца )( ijnm cC   такая, что 

),1;,1( njmibac ijijij  ,                                    (1.2.1) 

т.е. каждый элемент матрицы С равен сумме соответствующих элементов матриц А и В.  

Сумма матриц А и В обозначается  A+B. 
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Пример 1.2.1. 

Найти  А+В. 

A+B=

 

II. Умножение матрицы на число 

матрицы 

Дано 

.829

627
,032

541






















 BA  

Решение. 

.8511

1126

80)2(392

65)2(471





















 

Определение 1.2.2. Произведением )( ijnm aA   на число )( R  

называется матрица )( ijnm cC   такая, что 

),,1;,1(iac  njmijij                                           (1.2.2) 

т.е. каждый элемент матрицы С  равен произведению соответствующего элемента 

матрицы А на число  . 

Для  произведе ин я матрицы на число используют обозначение A . 

Пример 1.2.2. 

Дано 

.2
,9

5

3

















 A  

Найти A . 

Решение. 

 

Определение 1.2.3. Матрицу –A=(–1)A будем называть противоположной по 

отнош

ость матриц А и В определяется как сумма матриц А и (–В): 

.18

10

6

92

)5(2

32

9

5

3

2





















































A  

ению к матрице A. 

Следствие 1.2.1. Разн

).( BABA   
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Пример 1.2.3. Найти разность А–В  дл  матриц  из примера 1.2.1. 

 

Свойства операций сложения и умножения на число: 

1. 

я

Решение. 

.817

168

80)2(392

65)2(471

829

627

032

54






































 

 BA  
1



 

ABBA   (коммутативность сложения). 

2. CBACBACBA  )(  (ассоциа )( тивность сложения). 

3. AAOOA  . 

4.  OAAAA  )(:)( . 

5. BABA   )( ,      .,)( RAAA    

6. RAA   , )()( . 

7.  AA 1 . 

Данны ойства едставляются очевидными, так как сложение матриц и умножение 

III. Произведение матриц 

тся только для тех пар матриц, у которых число 

столбц

е св  пр

их на число сводится к сложению и, соответственно, умножению чисел,  а для чисел 

свойства 1–7 справедливы. 

 

Операция умножения вводи

ов первой матрицы совпадает с количеством строк второй. 

Определение 1.2.4. Произведением матриц (pmA )ika и )( kjnp bB   

называется матрица )(C   такая, что  ijnm c

),1;,1(...
1

2211 njmibabababac kj

p

k
ikpjipjijiij  



,                (1.2.3) 

т.е. каждый элемент матрицы С, расположенный в i-й строке и j-м столбце, равен 

л

риц А и В обозначается A·B. 

ит из стольких строк, сколько их 

в первом сомножителе, и из стольких столбцов, сколько их во втором. 

ijc  

сумме произведений э ементов i-й строки матрицы A на соответствующие элементы j-

го столбца матрицы B.  

Произведение мат

Замечание 1.2.1. Матрица-произведение состо
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Пример 1.2.4. 

Дано 

., 232221

131211

2221

1211




















bbb

bbb
B

aa

aa
A  

Найти  A·B.   

Решение. 

триц A, B операция умножения определена, так как число 

столбц цы А совпадает с количеством строк матрицы B, причем 

где  

Для пары ма

ов матри

3232   C . Используя формулу (1.2.3), найдем: 

232221

131211







ccc

ccc
CBA

22 BA

,




 

.;;

;;;

232213212322221221222122112121

231213111322121211122112111111

babacbabacbabac

babacbabaсbabac




 

 

Пример 1.2.5. 

Дано 

Найти  A·B  и  B·A.   

Решение. 

ратные 2-го порядка, следовательно, произведения A·B и B·A 

опреде т являться также квадратными матрицами 2-го порядка:  

Замечание 1.2.2. Произведение матриц B·A из примера 1.2.4 не определено, так 

как количество столбцов матрицы B не равно количеству строк матрицы . 

Очевидно, что порядок матриц и  А  одинаковый. 

 

.15

23
,20

61







 









 BA  

Матрицы А и В – квад

лены и буду

.210

827

12)2(05230

16)2(15631

15

23

20

61



























 








B  A

.325

143

216501)1(5

2)2(630)2()1(3

20

61

15

23





































 
 AB  

А

Определение 1.2.5. Целой положительной степенью kA )k( 2  квадратной 

матрицы  А  называется произведение k-матриц, каждая из которых равна A. 

 kA  
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Пример 1.2.6.  

Дано 

.

A












517

245  

 312

Найти 2A . 

Решение. 

 
  

Свойства операции  умножения матриц: 
 

1.





































517

245

312

517

245

312
2 AAA  




.)()(

)()()()()(

)(







































441626

3194

7530

552137154117755127

522435124415725425

532132134112735

 

)(  122

ABBA   (некоммутативность умножения). 

. 2 ABCCBACBA  )()(  (ассоциативность умножения).  

3. сть  умножения  

относительно сложения). 

дистрибутивность умножения     

относит но сложения).   

Свойст выполняются для пр  

еспечивающие возможность их перемножения и сложения. 

ечание 1.2.3. В ряде

CAB        (левосторонняя дистрибутивноACBA  )(

4. ACAB    (правосторонняя ACB  )(

ель

ва 1– 4 оизвольных матриц  А, В  и С, однако, предполагается, что

матрицы имеют размеры, об

Зам  случаев может выполняться ABBA  , тогда  

матрицы A и B называются перестановочными или коммутирующими. 

Замечание 1.2.4. Единичная матрица является перестановочной с любой 

квадратной матрицей того же порядка, т. е.  

AAEEA  .                               1.2.4) 

Некоммутативность произведения непосредственно следует из ф

                     (

ормулы (1.2.3), 

примеров 1.2.4, 1.2.5 и замечания 1.2.2.  
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Докажем свойство 2.  

Дано   

),(),( spklpniknm CbBaA ).( ljc   

Доказать  (A·B)·C=A·(B·C). 

 обозначения:  

Доказательство. 

Введем

),( ilpmpnnm dDBA       ),()( ijsmsppm fFCDCA B    

),( kjsnsppn gGCB         )()( ijsmsnnm hHGACBA   . 

соответствующие произведения матриц слева и справа 

опред изведений – матрицы F и H имеют одинаковый размер. 

Покажем, что соответствующие элементы этих матриц равны.  

Используя  формулу (1.2.3), по м:   

. 

Элементы и отличаются лишь порядком суммирования. Однако, так как 

суммирования по индексам k и l происходят независимо друг от друга, то  порядок их 

выполнения безразличен. Таким образом, из определения 1.1.2 следует, что F=H. 

Свойства 3 и 4 доказываютс  аналогично свойству 2. 

Как мы видим, 

елены и результат про

лучи

kl

n

k
ikil bad 




1

,   ;)(
1 11

lj

p

l
kl

n

k
iklj

p

l
ilij cbacdf  

 

  

,lj

p

klkj cbg    
p

kl

n

ikkj

n

ikij cbagah (
 l

lj
k 11

)
1l k 1

ijf  ijh  

я

 

IV. Транспонирование матриц 

Пусть дана матрица )( ijaA   ),1;,1( njmi  . 

Определение 1.2.6. Матрица TA , полученная из матрицы А заменой каждой ее 

строки  с тем же номером, называется транспонированной по отношению к  А.   

Таким

т.е. 

 столбцом

 образом, если 

,a...aa

....

a...aa
Aто

,a...a

....

a...aa
A mT











 2221222221         (1.2.5) 

a...aaa...

mnnn

m

mn

mnm

n

n

nm 





























21

12111

2

11211 aa

am 1

),1;,1()( minjaA ji
T  . 

Переход от матрицы А  к называется транспонированием. 

 

 TA  
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Пример 1.2.7. 
Дано 

Найти  

Решение. 

 
 

Свойства операции транспонирования: 
 

A  

 

3.

4. 

Замечание 1.2.5. Свойства линейности 2 и 3 можно заменить более общим: 

1.2.7. Квадратная матрица 

.654

372







 
A  

.TA  

.63

57








A  

42






T

1. A TT )( .

2. TBA )( TT BA  .

 .)( RAA TT    

.)( TTT ABBA   

RBABA TTT   ,)( . 

Определение A  называется симметричной, если 

 кососимметричной, если . 

 

§3. Понятие определителя. Разложение определителя 

 
в

называе инантом матрицы. Для определителя матрицы А 

используют следующие обозначения или ∆, или употребляют следующий 

символ: выписывают матрицу A, но вместо круглых скобок элементы матрицы 

заключают в прямые

Элементы, строки, называют соответственно 

элементами, строками, столбцами и диагоналями определителя этой матрицы. 

A , иAT   AAT 

 

по элементам строки (столбца) 

Каждой квадратной матрице ставится  соответствие некоторое число, 

мое определителем (детерм ) 

: Adet , 

 черточки.   

столбцы, диагонали матрицы 

 13



Для матрицы 1-го порядка )( 11aA   определителем вляется значение 

единственного ее элемента, т. е. 11det aA

я

 .  

Рассмотрим понятие определител  квадратных матриц 2-го и 3-го порядков. 

Определение 1.3.1. Определителе  2-го порядка матрицы 2A  называется число, 

равное разности произведений эле

я для

м

ментов главной и побочной диагоналей, т.е. 

21122211
2221

1211 aaaa
aa

aa
 .                                     (1.3.1) 

лем 3-го п рОпределение 1.3.2. Определите о ядка матрицы A  называется число, 

вычисляемое по правилу: 

3

3223112112312213312312322113332211

333231

2322

1312

aaaaaaaaaaaaaaaaa

aaa

aa  .  (1.3.2) 3321

11

aa

a

Существует ряд приёмов, облегчающих составле

правой части формулы (1.3.2). Рассмотрим некоторые из них: 

уле (1.3.2) берутся со знаком “+”, если сомножители в 

соответствующих произведениях являются элементами главной диагонали 

определителя или вершинами треугольника, меньшая сторона которого пара

главной диагонали; со знаком “–”, если сомножители являются элементами побочной 

диагон

ся схема: 

aa

ние выражения, стоящего в 

1) правило треугольника. 

Слагаемые в форм

ллельна 

али определителя или вершинами треугольника, меньшая из сторон которого 

параллельна побочной диагонали. Для наглядности использует

 

2) правило Саррюса*. 

В следующей схеме используется матрица, полученная из матрицы 

приписыванием снизу первых двух ее строк. Произведения элементов, с

3A  

тоящих на главной 

диагонали или на прямых, параллельных главной диагонали, берутся со знаком “+”; а  

 

                                                 
* Пьер Ф. Саррюс (1798–1858) – французский математик. В 1833 году сформулировал правило для вычисления 
определителя 3-го порядка, основанное на приписывании к матрице определителя строк или столбцов. 
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произв стоящих на побочной диагонали или на прямых, 

паралл ь с а

 

Замечание 1.3.1. Иногда ля вычислени определителя 3-го порядка по 

правилу Саррюса используют матриц енн ю из приписыванием справа 

первых двух столбцов.   

Пример 1.3.1. Вычислить оп

a)

едения элементов, 

ел ных ей, берут я со зн ком “–”: 

232221

131211









aaa

aaa

.2322

12

333231 







aaa

aaa  

21

1311








aaa

+

+

–

–

–

+

д я 

3A  у, получ у

ределители 

,26)3(472
7

b)

4

32



 

 

Приведенные выше схемы справедливы только для определителей 3-го 

рядка. Для вычисления определителей произвольного порядка  будем использовать  

теорему, позволяющую свести вычисление определителя n-го порядка к 

вычислению определителей (n–1)-го порядка.  С этой целью введем следующие 

понятия. 

 

ент.  

, взятый со знаком “+” или  “–”  в зависимости  четности нечетности 

суммы

по

)2( n  

Определение 1.3.3. Минором ijM  элемента ija  определителя n-го порядка 

называется определитель (n–1)-го порядка, полученный из данного вычеркиванием i-й 

строки и  j-го столбца, на пересечении которых находится этот элем

Определение 1.3.4. Алгебраическим дополнением ijA  элемента ija  называется 

его минор  от или 

 (i+j), т.е. ij
ji

ij MA  )1( . 

Пример 1.3.2. Минором элемента 312 a  определителя 2-го порядка из 

примера 1.3.1.а является определитель 1-го порядка, полученный из данного 

вычеркиванием 1-й строки и 2-го столбца, т.е. 12 4M ; алгебраическим дополнением 

элемента 12a  будет .4)1( 12
21

12   MA  
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Минором элемента 522 a  определителя 3-го ядка из пр мера 1.3.1.b 

является определитель 2-го порядка, полученный из данного вычеркиванием 2-й 

пор и

строки и 2-го столбца: 12
31

M
9722 22

будет 12)1( 22
2

22   MA .  

Замечание 1.3.2. Если элемент определ  на “четном месте”, т. е.   

сумма ном ов его четная

;  алгебраическим дополнение элемента

ителя стоит

ер строки и столбца – , то минор этого элемента совпадает с 

алгебр ием. В

умма произведен ца)

определителя на свои алгебраические дополнения равна величине определителя: 

 a  

2

аическим дополнен  противном случае, минор и алгебраическое 

дополнение данного элемента отличаются знаком. 

Теорема 1.3.1. С ий элементов какой-либо строки (столб  

niAaAaAaAaA
n

j
ijijininiiii

1
2211



,1...det   ,                    (1.3.3) 

njAaAaAaAaA
n

i
ijnjnjjjjj ,1...det

1
211  



.                 (1.3.ij2 '3 ) 

 Cумма произведений элементов какой-либо строки (столбца) определителя на 

алгебр

                                        

аические дополнения соответствующих элементов другой его строки (столбца) 

равна нулю, т.е. 

),(0...2211 jiAaAaAa jninjiji                                 (1.3.4) 

)(0...2211 jiAaAaAa njnijiji  .                               (1.3. '4 ) 

Формулы (1.3.3), (1.3.4)  записаны для  i-й строки, а формулы (1.3. '3 ), (1.3. '4 )  

для j-го столбца определителя.  

Равенства (1.3.3), (1.3. '3 ) дают нам правило вычисления определителей n-го 

порядка и называются разложением определителя по i-й строке, j-му столбцу 

соответственно. 

Пример 1.3.3. Опре вычислить разложением делитель из примера 1.3.1.b можно 

по первой строке: 

.0)3532(3)4236(2)4845(
87

5464
)1(2

98

65
)1(1654

3
2111   )1(3

97
987

21
31    
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Пример 1.3.4. Вычислить определитель верхней треугольной матрицы: 

.......

...00
...00

....

...

..
nn

nn

a
aa

....)1(
...0

)1(

00

.. 332211

33433

2
2211

3332
11 nn

n

nn

n aaaaaa
aa

  

Раскладывая каждый раз данный определитель по элементам 1-го столбца, получаем, 

что он равен произведению своих диагональных элементов.  

Используя разложение определителя по первой строке, можно получить такой 

же результат для нижней треугольной матрицы (1.1.3 ). 

Замечание 1.3.3. При разложении определителя удобнее выбирать те строки 

(столбцы), которые содержат наибольшее число нулей. 

 

 

§4. Свойства определителей 

 

...
...

...0

... 22322

222

11211 n

n

n aaa
aaa

a
aa

aaa



2

1. При транспонировании матрицы ее определитель не меняется, т. е. 
TAA detdet  . 

Покажем это на примере определителя 2-го порядка: 

.detdet 11
21122211

1211 a
aaaa

aa
A 

22122221 aaaa

Следствие 1.4.1. Столбцы и строки в определи

21 TA
a

  

теле равноправны, а именно:  

всякое утверждение  для строк определителя будет верным и для столбцов. 

2. Если в определителе поменять две строки (два столбца)  местами, то 

определитель  изменит свой знак на противоположный. 

.2221
2112221122112112

1211 aaaa
)( 12112221 aa

aaaaaaa
aa

  

3. Если определитель содержит нулевую строку (столбец), то он  равен нулю. 

 разложить определитель 

по нулевой строке.  

4. Определитель, содержащий две одинаковых строки (столбца), равен нулю. 

етствующие 

элементы

a

Это непосредственно следует из теоремы 1.3.1, если

Доказательство.  

Действительно,  пусть Adet  имеет две одинаковые строки, т. е. соотв

  i-й и k-й строк )( ki   равны.  Если эти строки поменять местами, то  
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по свойству 2 определитель изменит свой знак на противоположный На самом же 

деле, так как переставляются одинаковые строки, определитель не поменяется, т. е. 

жно выносить за знак определителя. 

. 

 Adet Adet .  Это равенство возможно только в том случае, если 0det A . 

5. Если все элементы какой-либо строки (столбца) определителя имеют общий 

множитель, то его мо

.
)(

2221

12111211 aaaa
  1221221112212211 aa

aaaaaaaa  

 все

2221 aa 


Следствие 1.4.2. Если  элементы одной  из строк (одного из столбцов) 

определителя увеличить в    ( 0 ) раз, то и сам  определитель  увеличится в   раз. 

Доказательство

6. Определитель, содержащий две пропорциональные строки  (столбца),  равен 

нулю. 

. 

 Пусть, например, элементы i-й строки определителя отличаются от 

соответствующих элементов k-й )( ki   одним и тем же множителем  . Вынося  

общий множитель   из i-й строки  определителя, мы получаем две наковых 

строки. По свойству 4 такой определитель равен нулю. 

 

предста

 за знак  оди

7. Если все элементы i-й строки (j-го столбца) определителя n-го порядка 

влены в виде суммы  двух слагаемых:  ),1( njcba ijijij  , то определитель 

равен сумме двух определителей, у которых все строки, кроме i-й (все столбцы,  кроме j-

го),  – в данном определителе, а i-я строка (j-й столбец) в первом 

состо  л

 такие же, как и 

ит из элементов ijb , а во втором –  из э ементов ijc ,  т.е.  

.a...aaa...aaa...aa

Это свойство называют правилом сложения опре

Определение 1.4.1. Говорят, что строка определителя является линейной 

комбинацией других его строк, если каждый элемент этой строки равен сумме 

соответствующих элементов других строк, умноженны  на нек

....

c...cc

a

.

nnnn

inii

nnnn

in

nnnn 21

21

1

2121

  

делителей. 

х оторые числа.  

Аналогичное определение можно сформулировать и для столбцов определителя. 

 

....

...aa

...

b...bb

....

a...aa

....

cb...cbcb

....

a...aa n

ii

n

ininiiii

n 1211

21

11211

2211

11211


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8. Если одна из строк (столбцов) определителя есть линейная комбинация 

других его строк (столбцов), то определитель равен нулю.  

Доказательство. 

Пусть, например, i-я строка определителя представляет собой линейную 

комбинацию k-й и l-й строк, т. е. ;,1; njaaa ljkjij   0 , . На основании 

свойства 7  такой определитель равен сумме двух определителей, у которых все 

строки, кроме i-й, такие же, как и в исходном, а i-я строка в первом из них будет 

состоять из элементов вида kja , а во втором – из элементов lja .  В получившихся 

опред

они равны нулю. Таким образом,  мы доказали равенство нулю исходного 

опред

й-либо строке (столбцу) 

приба у (столбец),  умноженную  на произвольное число.  

рибавили k-ю, умноженную на не

елителях содержатся пропорциональные строки, следовательно, по свойству 6, 

елителя. 

9. Величина определителя не изменится, если к како

вить другую  строк

Доказательство. 

Предположим, что к i-й строке п которое число  . 

Тогда элементы i-й строки нового определителя имеют вид: ),1( njaa kjij  . На 

основании свойства 7 этот определитель равен сумме двух определителей: первый 

совпадает с исходным, а втор равен нулю, так как содержит  пропорциональные 

строки.  

Замечание 1.4.1. На практике для вычисления определителей удобно применять 

их свойства. О

ой две

 

собенно полезным оказывается использование свойства 9 вместе с 

теорем

и любом 

столбц кроме одного, заменились нулями. Затем, раскладывая 

опреде го

ой 1.3.1 о разложении определителя по элементам строки (столбца). А именно: 

свойство 9 позволяет преобразовать определитель так, чтобы в любой строке ил

е все элементы, 

литель по этой строке (столбцу), мы сводим вычисление определителя n-  

порядка к вычислению определителя (n–1)-го порядка.    

Пример 1.4.1. Вычислить определитель: 

.02242243271614
167

3214
32140215

4





)1(1

631

1670

631

412

)







 

2)(5(
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§5. Базисный минор и ранг матрицы. Теорема о базисном миноре 

 

Определение 1.5.1. Минором rM  порядка r  матрицы nmA   ( },min{ nmr  ) 

называется определитель порядка r, все элементы которого расположены на 

пересечении любых r строк и r столбцов  этой матрицы. 

Лемма 1.5.1. Если в матрице все миноры порядка r равны нулю, то равны нулю 

и все миноры более высоких порядков. 

Доказательство.  

Запишем определитель порядка r+1 и разложим его по элементам строки. 

После разложения, согласно теореме 1.3.1, определитель будет представлять собой 

сумму произведений элементов этой строки на их алгебраические дополнения, т. е. 

миноры  такой 

определитель равен нулю.  

 м ся базисным, если о

  

 не существуют. 

 целиком внутри себя. Столбцы и строки, на 

пересечении  базисный минор, будем называть базисными 

столб

п д

для произвольн матрицы

порядка r с соответствующими знаками. По условию леммы

Определение 1.5.2. В матрице А инор порядка r называет н 

отличен от нуля, а все миноры порядка r+1, полученные присоединением к 

исходному одной строки и одного столбца, равны нулю или

Миноры r+1 порядка из определения называются окаймляющими по 

отношению к исходному и содержат его

 которых расположен

цами и строками. 

Замечание 1.5.1.  Базисный минор определяется неоднозначно, однако, все 

базисные миноры имеют одинаковый порядок. 

Определение 1.5.3.  Рангом матрицы называется оря ок ее базисного минора. 

Обозначается: rang A. 

Замечание 1.5.2. Из определения ранга матрицы следует 

а)  ой  nm  выполняется: },min{0 nmrangAA  ; 

b) 0rangA  тогда и только тогда, когда все элементы матрицы равны нулю, 

т.е. ма нтрица А – улевая; 

c) для квадратной матрицы А  n-го порядка  rangА = n тогда и только тогда, 

когда 0det A . 
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В общем случае для вычисления ранга матрицы будем использовать следующее 

правило: при вычислении ранга матрицы следует переходить от миноров меньших 

порядк

 требуется вычислить все миноры r+1 порядка, окаймляющие 

минор матрицы равен r.  

хотя 

ов к минорам больших порядков. Если уже найден минор r-го порядка rM , 

отличный от нуля, то

rM . Если они все равны нулю или не существуют, то ранг Если

бы один из 01 rM , то с ним сл ет поступить такеду  же,  как с минором

имер 1.5.

: 

 M r . 

Пр 1. Вычислить ранги следующих матриц: 

1



a)  
8765




A           b) B 





8765
 

;16151413

1211109

432










 .

















17151413

1211109

4321

Решение

a) ,M,M 04
65

21
01 21   

.M,M,M,M 0

161413

865

421

0

151413

765

321

0

12109

865

421

0

1110

65

21
4
3

3

9

7

3

3

м являет A=
 

b)

2
3

1
3   

Базисным миноро ся минор M ,  и тогда, согласно определению 1.5.3, rang 2.  2

 ,M,MMM,M,M 04

171413

865

421

004
65

21
01 4

3
3
3

2
32

1
31   

.0

3524120

241680

12840

4321

17151413

1211109

8765

4321
6.

))(9(

восвсм 









  

 

Базисным минором матрицы В является минор . Следовательно, rang B =3. 

Как мы видим из примеров,  поиск ранга матрицы приводит к вычислению 

некоторого, быть может, очень большого, числа миноров этой матрицы. Существует 

 ма

Этот метод основан на предварительном упрощении матрицы при помощи 

ментарных преобразований. 

)5 13(

4M 

 04
3 M

еще один способ нахождения ранга трицы, не связанный с вычислениями миноров.  

эле
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Определение 1.5.4. Элементарными преобразованиями над матрицей  

называются следующие преобразования строк (столбцов) ма ицы: 1) перестановка 

двух строк (столбцов) местами; 2) умножение строки (столбца) на любое отличное от 

нуля число; 3) прибавление к одной  строке (столбцу) другой строки (столбца), 

а

трице применить элементарные преобразования 1–3, 

то эти у  

ранг 

матри

  имеет 

тр

умноженной на произвольное число; 4) вычеркивание нулевой строки (столбца). 

Определение 1.5.5. Матрицы А и В называются эквивалентными, если В можно 

получить из А с помощью конечного числа элементарных преобразований. 

Эквивалентные матрицы будем обозначать следующим символом: А~В. 

Теорем  1.5.1.  Элементарные преобразования не изменяют ранга матрицы. 

Действительно, если к ма

 же преобразования или часть из них б дут совершены и над  ее базисным 

минором.  Из свойств определителя 2, 9 и следствия к свойству 5 следует, что 

базисный минор, хотя численно и может поменяться, но в нуль в результате данных 

преобразований не обратится, т.е. ранг матрицы не изменится. Вычеркивание нулевой 

строки (столбца) также не может изменить порядка базисного минора, т.е. 

цы остается прежним. 

Определение 1.5.6. Говорят, что  прямоугольная матрица порядка nm

диагональную форму, если элементы 1...,,, 2211 rraaa   ( min{mr  }, n ), а все 

остальные элементы матрицы равны нулю. 

Метод нахождения ранга матрицы при помощи элементарных 

преобразований состоит в следующем: для нахождения ранга матрицы нужно 

элементарными преобразованиями привести эту матрицу к диагональной форме и 

сосчитать  количество единиц, стоящих в ней на главной диагонали.  

Замечание 1.5.3. На практике для вычисления ранга матрицы удобно сочетать 

оба метода. А именно, приводя прямоугольную матрицу порядка nm  к 

трапециевидной форме, вычислять миноры, используя пример 1.3.4.  

     b)

 

Пример 1.5.2. Вычислить ранги матриц 

а)  
765

321









A      

;521

13109






.1211109 





 8765

4321












B  
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Решение: 

321321321 )1()5()9( 

а) 0

321

~

000

200

840
~

840

1480

840
~

521

13109

765 )2)(1(


























































A  

.200

84







 

ований над матрицей А получили 

эквивалентную ей верхнюю треугольную матрицу. Легко видеть, что 

В результате элементарных преобраз

082)4(1

200

840

321

3 M . 

 Следовательно, rang A =3. 

b) 
.0000

3210

4321

~

241680

12840

4321

~

1211109

8765

4321
)

4

1
()2(

)5()9( 





































 B  

В матрице В  минор














 01
10

21
2 M , а миноров , rangВ=2.  

Найти действительных  

Решение. 

Элементарными преобразованиями приведем матрицу к трапециевидной (или, 

если получится, к треугольной) форме: 

 3M  нет. Следовательно

Пример 1.5.3.  ранг матрицы в зависимости от  значений

параметра а: 

.a 

















151413

1211109

8765

4321

 

.160005224120151413 



 



 



 aaa

После вычерк

0000

3210284765 )
4

1
( 













4321

~
241680

10

4321

~
1211109

8

4321
(

)5



























 

ивания нулевой строки получается прямоугольная матрица размера

)(9)(13(

)2


)(3

 43 ,  

эквивалентная данной. 

 Если то имеем матрицу  16a , 
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.




 3210

 4321
 

Ранг этой матрицы равен двум, так как она содержит, например, минор 0
10

21
2 M .  

Если то имеем матрицу, ранг которой равен трем, так как  она содержит 

минор

 16a , 

 016

1600
3

a

Таким образом, r

210

321

 aM .  

, если2angA  16a , и  3rangA , если .  

 1.5. имере 1.5.3 элементарными преобразованиями   

приведена к ступенчатому виду  

Ранг м слу

если то имеем две ненулевых строки и 

 16a

Замечание 4. Матрица в пр

.a







16

4321





 3210  


 000

 в это чае можно также считать по количеству ненулевых строк. То есть, 

16a , 2rangA ; если то имеем три 

строки и . 

Теорема 1.5.2 (о базисном миноре). Всякая строка (столбец) матрицы А есть 

линейная базисных столбцов этой матрицы

равен r. Можно считать, что базисный минор 

расположен в левом верхнем углу матрицы. Если это не так, то заменой 

(столбцов) можно поместить этот минор в левый верхний угол. Окаймим 

б

16a , 

ненулевых  3rangA

 комбинация строк ( ) . 

Доказательство. 

 Пусть ранг матрицы А  rM  

строк 

матрицу 

 

азисного минора фрагментами i-й строки и j-го столбца матрицы A, где 

nrjri ,1 . Рассмотрим определитель ной матm ;,1  построен рицы 

aa...aa

aa...aa

rjrrrr

jr

21

111211

.....

aa...aa jr 222221

  

.aa...aa ijirii 21
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 Определитель 0 как минор  r+1 порядка в матрице с базисным минором порядка r. 

аскладывая определитель по последнему столбцу (

 

стороны, рС другой см. (1.3. '3 )), 

получим: 

.                     (1.5.1) 

Здесь элемент стоит в (r+1)-й строке и (r+1)-м столбц  определителя , поэтому 

Так как 

 r
ji

ijrjrjjjjj MaAaAaAa  )1(...2211

ija  

11 r

е 

1))1(()1()1( 21   rrji . 0rM , то, разделив обе ча равенства сти 

(1.5.1) на rM , : rjrjjij akakakaполучим  ...2211 , где rs
M

A
k

r

sj
s ,1;  . А это и 

означает, что i-я строка является линейной комбинацией первых r базисных строк.  

 

 

 

 

Определение 1.6.1. Квадратная матрица называется невырожденной, если ее 

определитель отличен от нуля. В противном случае она называется вырожденной. 

ю 

определителей. Для двух матриц:  

§6. Обратная матрица и ее вычисление. Матричные уравнения

Теорема 1.6.1. Определитель произведения матриц равен произведени

BABA detdet)det(  . 

Следствие 1.6.1.  Произведение любых невырожденных матриц само будет 

невырожд

Определение 1.6.2. Обратной к квадратной матрице

енной матрицей. 

A  называется матрица 1A , 

которая удовлетворяет условию:  

EAAAA   11 .                                          (1.6.1) 

и и м

ь матрица A имеет обратную матрицу

Теорема 1.6.2. Матрица A тогда  только тогда меет обратную атрицу, когда 

она невырожденная. 

Доказательство.  

Необходимость. Пуст  1A , тогда EAA  1  

1и  EAA det)( 1   . По теореме 1.6.1 )t(det)det( 11   AAAA . Так как detdet de E , 

имеем  1)det(det 1  AA . Значит, 0det A  и 0)det( 1 A , т. е.  матрицы A и 1A  

невырожденные, а .
det

1
)det( 1

A
A   
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 Достаточность. Для матрицы njiaA ij ,1,);(  ; 0det A

ш

, составим матрицу 

из алге у езультате 

рицу обозначим

браических дополнений и затем транспонируем ее. Получив юся в р

мат * A  и назовем присоед . Иными сл

AA



13

31

иненной (или овами,  

Вычисляя произведения и

союзной)  к A

,A...AA

.....

A...AAA

A...AAA

A...A

A

nnnn

n

n

n

*















32

33323

2322212

12111

 

A n




 1

где ijA  – алгебраическое дополнение элемента ija . 

* AA   AA*    матриц, с  учетом теоремы 1.3.1 получим 

. 

Разделив последнее соотношение на величину , имеем

EAAAAA  det**

Adet : 

1* ,
det

1  AEAA
A

 , 

да : *1отку  c учетом равенств (1.6.1), (1.2.4) найдем
det

1
AA  .  Мы получили 

формулу нахождения обратной матрицы и, следовательно, доказали ее 

существование. 

я обр трицы имеет вид:   
 

A

Таким образом, формула для вычислени атной ма

....

.....

...

...
1

322212
1










 AAAAA                      (1.6.2) 

...

det

321

3332313

2

1312111


















nnnnn

n

n

n

AAAA

AAAA

AAAA

A
                

 

ствует 

единственная обратная матрица

Замечание 1.6.1. Для каждой невырожденной матрицы А суще

 1A .  

Пример 1.6.1.  

Дано 

Найти

.
A


















1087

654

321

 

 1A . 
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Решение. 

.033633
116

63

116

63
)1(

1160

630

321321)4)(7( 

1087

5.
2 








восвсм

 

Следовательно, матрица А невырожденная и 

654det A

 1A  существует.  
Найдем алгебраические дополнения элементов данной матрицы:  ijA

;2
108

65
)1( 2

11 A              ;4
108

32
)1( 3

21 A           ;3
65

32
)1( 4

31 A  

;2
107

64
)1 3(12 A            ;11

107

31
)1( 4

22 A        ;6
64

31
)1( 5

32 A  

;3
87

54
)1( 4

13 A             ;6
87

21
)1( 5

23 A           .3
54

21
)1( 6

33 A  

Подставляя полученное в формулу (1.6.2), находим 
 

.

A



















3
































121

2
3

11

3

2

1
3

42

363

6112

342

3

11  

Проверка: 



EAA 










 001

112
33321















































 

100

010

121

2
33

1
42

1087

6541 . 

Замечание 1.6.2. Существует еще один способ нахождения обратной матрицы 

при помощи элементарных преобразований.  Этот способ состоит в следующем: 

составляется  размера при помощи приписывания к матрице A справа 

единичной матрицы. и преобразованиями строк преобразуют 

полученную матрицу так, чтобы тить ее левую половину в единичную матрицу. 

Тогда справа получится матрица

 матрица  nn 2  

Элементарным

 обра

 1A . 

Пример 1.6.2. Для матрицы из примера 1.6.1 найти обратную матрицу при 

помощи элементарных преобразований.  
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Решение. 

~

121

014

001

100

630

321

~

107

014

001

160

63

321

~

100

010

001

108

654

321

)(

)6(

)4)(7(




























































EA 014

001

100

630

321

~

107

014

001

160

63

321

~

100

010

001

108

654

321

)(

)6(

)4)(7(




























































EA

1

0

7 1

0

7

)2(


 )2(










  121100121100121100 )3( 













23
11

3
2010~23

11
3

21



























13
4

3
2

001001

00

321

~6112

001

030

321

~ )
3

1
(   )2(

.)( 1 AE  

 

 

Свойства обратных матриц: 
 

1.  

Непосредственно следует из равенства 1.6.1. 

2.  

Доказательство.  

Следовательно,  матрицы

 AA  11)( .

 111)(   ABBA .

EAAABBAABBA   11111 )()()( .  BA   

и 1 1 AB  обратные по отношению друг к другу, т. е. 111)(   ABBA . 

3. 

Доказательство.   

 соотношения 1.6.1: 

TT AA )()( 11   . 

EAA  1Из . По свойству 4 операции транспонирования 

овательно, матрицы TA  (см. §2) EAAAA TTT   )()( 11 . След и   

взаимооб

Простейшими матричными уравнениями будем называть 

уравнения следующих трех типов:  

TA )( 1

ратные, т. е.  TA( TA )( 1 . ) 1

Определение 1.6.3. 

CXA  , CAX  , BXA C  ,                                   (1.6.3) 

где A , B , C  – некоторые числовые матрицы, а X – неизвестная матрица, которую 

нужно

Под решением матричного уравнения будем понимать матрицу  X,  которая  

обращает матричное уравнение в тождество. 

 найти. 
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Искать решение матрич  будем с помощью обратных матриц в 

зависимости щими тремя способами: 

1) Еслиdet A

ных уравнений

 от типа уравнения следую

, то, домножая обе части уравнения на0  )3.6.1( 1   1A  слева, 

жая обе части уравнения на

получим CAX  1 . 

2) Если 0det A , то, домно  )3.6.1( 2   1A  справа, 

по чим . 

) Если ра

лу C 1 AX

3  0det A  и 0det B , то, домножая у внение )3.6.1( 3  на 1A  слева и на 

1B  справа, получим  

11   BCAX . 
 

Решение: 

a)  Матричное уравнение

Пример 1.6.3. Решить матричные уравнения: 

a)
3124




 







X     b)
1213











X     c) 



 15

,113  0 ,1312    03103 .
X 





 












11

7

13
 

 можно переписать в виде: CXA  ,   

Получили   вида (1.6. ), 

Найдем

где

,




 113 .

CA 






 





0

3124
 

 уравнение решение которого – матрица 1 .  

  матрицу 1

13  CAX 

A : 

102
13

24
det  AA существует; 

.44)1(;22)1(;33)1(;11)1( 4
22

3
21

3
12

2  AAAA  11

.,

,
A 

























251

150

43

21

2

11  

Таким

о

 образом,  

.,,

,,

,

,
CAX 



















 











 

5651

525

10

31

251

1501  
0

b) Матричное уравнение м жно переписать в виде: CAX  ,  где  

.
C

,
A 






















13

12

12

13
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Получили уравнение вида (1.6. ),  решение которого ищется в виде: .  

Найдем  матрицу

23 1 ACX

 1A : 

101
12

det A
13  A  существует; 

.33)1(;11)1(;22)1(;11)1( 4
22

3
21

3
12

2
11  AAAA  

.
A 







32
 

 111

.
ACX 


































 

65

54

32

11

13

121  

Cc) Матричное уравнение можно переписать в виде (1.6. 33 ): BXA  , где 

Решение данного уравнения ищется в виде: Найдем матрицы

.
C

,
B

,
A 







 















 


03

11

71

1315
 

 03

11   BCAX .  1A  и :   1B

;существуетAAdet 103
03

15 


  

.55)1(;1)1()1(;33)1(;00)1( 4
22

3
21

3
12

2
11  AAAA  

.
A 












53

10

3

11  

1022
71

13
det 


 BB  существует; 

.33)1(;11)1(;1)1()1(;77)1( 4
22

3
21

3
12

2
11  AAAA  

.
B 







 


31

17

2

1

2
1  

Окончательно, находим 

.

BCAX



























 
















 








 










 

22

1

66

87
22

1

66

21

31

17

312

03

66

1

31

17

22

1

03

11

53

10

3

111  

Замечание 1.6.3. В случае, когда d 0et A  и 0det B , приведенные способы 

решений применять нельзя. В этом случае неизвестную матрицу X  находят, сводя 

матричное уравнение к системе линейных уравнений.  
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Пример 1.6.4. Решить матричное уравнение: 

Решение. 

Так как 

.189

63

42

21


















X  

044
42

21
 , то решать матричное уравнение с помощью обратной 

матри т из элементов

Используя определение 1.1.2 равенства матриц, составим систему: 

цы нельзя. Пусть матрица X состои 




 dc

ba
, тогда по правилу 

умножения матриц (1.2.3) имеем: 

 


X

.189

63

422

4

42 














 









 dcdc

b

dc
 

2221

 










 ababa


 



 





 
















.29;92,9 dcdc
 

  b23

,23,32

;1842

2

,642

,32

baba

dc

dc

ba

ba

Таким образом, матрица X  имеет вид:  




 


dd

b
X

29
 Rdb  , . 

Замечание 1.6.4. Более подробно решение систем линейных уравнений мы 

будем рассматривать в следующей главе. 
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Глава 2  

СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

 

 

§1. Понятие системы линейных уравнений (СЛУ). 

Матричная форма записи СЛУ 

 

Определение 2.1.1. Системой m линейных уравнений с n неизвестными 

будем называть систему вида: 

                           (2.1.1) 

или в сокращенной записи

nx...,,x,x,x 321  

 



















,bxa...xaxaxa

...

,bxa...xaxaxa

,bxaxaxa

nn

nn

3333232131

11212111





,bxa...xaxaxa

...xa

nn 22323222121

313

3

mnmnmmm 332211

: 

),1(
1j

mixa
n

ijij  ,                                          (2.1.1b ) 

где .  

Коэффициенты при неизвестных составляют прямоугольную матрицу 

 Rba iij ,

)( ijaA   

. Числа, размера которую будем называть матрицей (основной матрицей) системы

стоящие правых частях уравнений системы (2.1.1), образуют

, называемую столбцом свободных членов.   

Определение 2.1.2. Матрица системы, дополненная  справа столбцом 

ся расширенной матрицей системы и обозначается

 nm , 

 в 

 размера

  столбцевую матрицу 

)( ibB   1m

 A . свободных членов, называет

Таким образом, следующие матрицы 








































 mmnmmm

n

mmnmmm

n

b

...

b

a...aaa

.....

a...aaaA

,b

...

bB

,a...aa

....

a...aaa 3

321

33332313

321

3333231  

 




























n

n

n

n

b

b

a...aaa

a...aaa

b

b

a

.

a...aaa

a...aaa

A
2

1

2232221

1131211

2

1

22321

11311

   (2.1.2)
22

12
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являю и

й все свободные члены равны нулю, т. е. 

тся: основной, столбцом свободных членов  расширенной матрицами системы 

(2.1.1) соответственно. 

Определение 2.1.3. Система,  у которо

m,ibi 10  , 

отличен от нуля

называется однородной. Если  хотя бы один из свободных членов 

, т.е. 0 ib:i , то система называется неоднородной. 

Определение 2.1.4.  Упорядоченный набор чисел называется 

решением системы (2.1.1), если при подстановке этих стему вместо 

соответствующих неизвестных аждое уравнение обращается в 

 можно записывать также в виде столбцевой матрицы 

                                                          (2.1.3) 

 система 

совместной, в противном случае – несовместной. 

если она 

имеет единственное решение. Совместная система,  имеющая  более одного решения, 

называется неопределенной. 

Определение 2.1.7.  Решить систему 

система совместной; 2) если система совместна, то определить количество решений, 

айти все ее решения.  

)...,,,( 21 nccc  

чисел в си

 системы nx...,,x,x 21  к

тождество. 

Решение системы

,cn 

которую будем называть вектор-решением данной системы. 

Определение 2.1.5. Если  имеет хотя бы одно решение, то она 

называется 

...

c

c











C









 2

1

Определение 2.1.6. Совместная система называется определенной, 

 означает: 1) выяснить, является ли 

т.е. установить, является система определенной или нет, и н

 Пример 2.1.1. 

a) 
  ,521 xx

         b)  ;521  xx        c) 
 1x

  ;921 xx   .021 xx

Решая систему a) методом сложения, получим, что она имеет единственное решение 

)2;7(   и, следовательно, яв

 ,52x
 

ляется определенной. Система b), состоящая из одного 

уравнения с двумя неизвестными, имеет бесконечно много решений )5;(   , где 

R , т. е. является неопределенной. Система c) не имеет ни одного решения, так как 

левые части уравнений совпадают, а правые различны, и поэтому никакой набор чис

не может одновременно удовлетворять обоим уравнениям; т. е. система несовместн

ел 

а.   
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Определение 2.1.8. Две системы называются эквивалентными, если они имеют 

одни и те же решени   или обе несовместные. 

Систему линейных уравнен ) можно запис  матричной ме: 

я

ий (2.1.1 ать в  фор

BXA  ,                                                     (2.1.4)  

и В матрицы )2.1.2( 2,1 , а 

              

где А X – столбцевая матрица высоты n , составленная из  

неизвестных.   

Действительно,  произведение матрицы nmA   на матрицу  1nX  определено, и  

согласно правилу умножения матриц (1.2.4) имеем:   

.xa...xaxax 
a

...

xa...xaxaxa

xa...xaxaxa

x

...

x

a...aaa

.....

a...aaaA

nmnmmm

nn

nmnmmm












xa...xaxaxa

x

x

a...aaa

a...aaa nn

n

n 





 

X nnn   333323213133333231
















 332211

2323222121

321

 

















 1313212111

2

1

2232221

1131211

Элементами получе  )1(нной столбцевой m -матрицы XA   являются левые части 

уравнений системы (2.1.1). Воспользовавшись определением 1.1.2 о равенстве двух 

матри

системы (2.1.1):  

,                                                (2.1.

ц, из (2.1.3) получаем в точности систему (2.1.1).  

Существует еще одна матричная форма записи  

Bxa
n

j
jj 

1

'4 )                 

где под    подразумеваются  столбцевые матрицы (1.1.4),  являющиеся 

столбцами матрицы  A  системы.   

вует единственная пара

. 

Теорема Кронекера–Капелли  

 

шая вопрос 

na...,,a,a 21

 Каждой системе (2.1.1) соответст  матриц A, B  и наоборот.  

 

 

§2. Условия совместности систем линейных уравнений
*

Ре о совместности системы (2.1.1), рассмотрим матрицы A  и A   из 

(2.1.2). Их  ранги либо совпадают, либо отличаются на единицу. В самом деле, так как  

                                                 
* Леопольд Кронекер (1823–1891) – немецкий математик, Альфредо Капелли (1855–1891) – итальянский 
математик. Независимо друг от друга установили критерий совместности произвольной системы линейных 
уравнений. 
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матрицы A  и A  отличаются друг от друга лишь входящим в A  столбцом свободных 

членов, либто о базисный минор матрицы A  будет являться базисным и для матрицы A ,  

либо  базисного мипорядок нора  матрицы A  увеличится на единицу.  

Ответ на вопрос о совместности системы линейных уравнений (2.1.1) дает 

теорема

ы 

 н вн

рять каждому уравнению 

систем

, которая называется теоремой Кронекера-Капелли. 

Теорема 2.2.1 (Кронекера-Капелли,  критерий совместности систем

линейных урав ений). Система неоднородных линейных ура ений (2.1.1) тогда и 

только тогда совместна, когда ранги ее основной и расширенной матриц совпадают.   

Доказательство. 

Необходимость. Пусть система (2.1.1) совместна, т. е. имеет хотя бы одно 

решение nc...,,c,c 21 . Тогда этот набор должен удовлетво

ы. Подставляя его в (2.1. '4 ),  имеем: 

Bca...caca nn  2211 .                                        (2.2.1) 

Таким образом, столбец свободных членов В представляет собой линейную 

комби атрицы A, и, следовательно, по теореме о базисном миноре 

(1.5.2)

нацию столбцов м

, он не является базисным. Это означает, что ArangrangA  . 

Достаточнос ь. Пусть т rArangrangA  . Докажем, что система совместна. 

Так как ArangrangA  , то существует минор являющийсяrM ,  базисным минором 

как матрицы A , так и матрицы A . На  теоремы 1.5.2 о базисном миноре 

последний столбец матрицы 

основании  

A  является линейной комбинацией r базисных столбцов. 

К этому равенству можно прибавить остальные (n–r) столбцов матрицы А, 

умноженные на нуль, т. е. получим равенство вида (2.2.1). А это и означает, что 

числовые я (2.2.1) составляют

ельно, система

а  с

н

 коэффициенты из разложени  решение системы (2.1.1) и, 

следоват  совместна.  

Теорем 2.2.2. Совместная истема линейных уравнений (2.1.1) тогда и только 

тогда имеет единственное реше ие, когда nrangA  , где n – количество неизвестных. 

Замечание 2.2.1. Если  системе (2.1.1) количество уравнений  совпадает с 

количеством неизвестных (m=n), то согласно замечанию 1.5.2.c,  для того чтобы система 

в

имела единственное решение, необходимо и достаточно, чтобы 0det A . 
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Теорема 2.2.3. Совместная система линейных уравнений (2.1.1) тогда и только 

тогда имеет бесконечное множество решений, когда ранг матрицы системы меньше числа 

неизвестных, т.е. nrangA  . 

Пример 2.2.1. Исследовать систем естность ы на совм

а) 




 




,852

,1932

,933

432

4321

421

xxx

xxxx

xxx

    b) 












;123

,57969

,24523

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

       c) 









,xxx

,xxx

533

422 321

 





3

3


  .xxx 6562 321

321

 ;72 4321 xxxx

Решение: 

a)  

.30

60

8

1

0000

15900

5210

9321

~
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8
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251050

5210

30990
~

7
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9321)3(
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
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



















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
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



 




 

Имеем так как 

1932193033




 





 

)5




)(9( 


 


A

 3rangA , 

,M,M,M 09

900

210

321

01
10

21
01 321 







  

а окаймляющий минор четвертого порядка Так как существует минор 0
3.

4

восвсм

M


 .  

,0270

30000

60900

8210

1321

'
4 






M  

то 4Arang . Таким образом, ArangrangA  .  Следовательно, по теореме 2.2.1 система 

несовместна. 
 

.1

2

5600

4523
~

1

1

2

5600

5600

4523

~

1

5

2

1123

7969

4523

b) )1(








)3)(1(

























































A  

Здесь так как среди ее миноров 2-го порядка есть отличные от нуля, 

ри

2rangA , 

мер, 12
52

2 


 , о порядка  нет. Аналогично, M .Arang 2  
60 

а миноров 3-гнап
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Итак, ArangrangA  . Следовательно, система совместна. Так как количество 

звестных в системе меньше ранга матрицы, т.е. 24 nнеи , то система имее

бесконечное множество решений. 

т 

c)   

.4

4

100

221

2

4

120

221422


































Имеем

1110~1110~

6

5

562

331

12(













A  

 

)1)(





)2( 

3 . Следовательно, система совместна  Так как количество 

неизвестных  равно рангу матрицы системы, т.е. n

 ArangrangA .  

r  , еореме 2.2.2 система 

имеет единственное решение.  

то по т

Замечание 2.2.2. Рассмотренные в этом параграфе теоремы позволяют исследовать 

 на совместность, а в случае совместной системы – ус , является она 

определенной или неопределенной. Однако данные теоремы не дают практического 

способа отыскания всех решений системы. Этот вопрос будет изучен нами в дальнейшем. 

истем линейных уравнений методом 

систему тановить

 

 

§3. Решение с

обратной матрицы и по формулам Крамера* 

 

Рассмотрим систему n линейных уравнений с n неизвестными:  

),1(
1

nibxa ij

n

j
ij 



.                                                    (2.3.1) 

Запишем  эту систему в матричном виде:   

BXA  ,                                                      (2.3.2) 

где  n,1  – квадратная матрица порядка n, )(bBjiaA ij ,);(  i  – столбец свободных 

членов

Данное матричное уравнение относится к первому типу матричных уравнений 

и его решение при условии, что

 высоты n, а X – неизвестная матрица.  

)3.6.1( 1   0det A , находится по формуле:  

AX B1 .                                                (2.3.3) 

Этот способ решения системы (2.3.1)  называе

 
                                                

тся методом обратной матрицы. 

 
* Габриель Крамер (1704–1752) – швейцарский математик. Открыл и опубликовал в 1750 году правило решения 
систем n линейных уравнений с n неизвестными. 
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Пример 2.3.1. Ре атрицы

Решение. 

Составим матрицы A, X и  B для данной системы

Найдем определитель матрицы А: 

шить систему методом обратной м : 


  23 21 xx








.15

,165

31

321 xxx  


432

,1

2

3

xxx

x

: 

.,x,  15432
2 Bx

x

XA 







































 
 16

1

511

123

3

1

 

044)1430(
61

145
)1(

610

511

1450

432

)(2 51

12

det 3( 










A . 

Следовательно, согласно замечанию 2.2.1, система определенная; ее можно решать 

методом обратной матрицы. Найдем  матрицу по форм ле (1.6.2). Для этого 

вычислим алгебраические дополнения элементов матрицы А: 

1

3
)3

1A  у

.5
11

)1(;13
32

)1(;1
32

)1( 332313  AAA

Таким образом, 

232311

;14
51

13
)1(;10

42

13
)1(;6

42

51
)1(

;11
51

12
)1(;11

43

12

43

654

5
32

4
22

3
12

4
31

3











AAA

A

 

)1(;11
51

)1( 21
2

11  AA

.

A






  111111





 


5131

14106
44

11  

Подставляя 1A   и  В  в (2.3.3), находим:  
 

.
BAX





























































































 

3

1

0

132

44

0

44

1

15516131

151416106

1511161111

44

1

15

16

1

5131

14106

111111

44

11  

Ответ  : )3,1,0( .
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Формулу (2.3.3), учитывая (1.6.2), можно переписать в виде: BA
A

X  *

det

1
. 

Умножая матрицы, находящиеся в правой части, по правилу (1.2.3)  и используя 

 ра учим  определение венства матриц (1.1.2), пол

),1(
det

...2211 ni
A

bAbAbA
x nniii

i 


 ,                                (2.3.4) 

или в окончательной форме имеем: 
 

,
........det

1121



nnninninn

i A
x 



                   (2.3.5) 

где   – определитель матрицы А, а 

......

......

......

1 2122122221

1111111211

 inii

nii

aabaaa

aabaaa

aabaaa





 

i ( ni ,1 ) – определитель матрицы, полученной 

из заменой ее i-го столбца столбцом свободных членовА   B )( ib . Для проверки, если 

разложить определитель i  по i-му столбцу (см. 1), то получится 

ыражение, стоящее в числителе (2.3.4). Таким образом, справедлива следующая 

теорема. 

Теорема 2.3.1 (Правило Крамера). Если определитель матрицы 

теорему 1.3.

в

системы 0 , то 

существует единственное решение системы линейных уравнений (2.3.1), определяемое 

формулами (2.3.5). 

истем

ием. 

ли 

Замечание 2.3.1. В частности, если с а линейных уравнений (2.3.1) однородная 

и имеет 0 , то она обладает единственным нулевым решен

Замечание 2.3.2. Ес определитель системы 0  и при этом а) хотя бы один 

из nii ,1;0  , то система несовместная; b) все nii ,1;0  , то имеет место 

неопределенность, т.е. система  либо несовместная,  либо имеет бесконечное 

множе

се  

ство решений. 

Пример 2.3.2. Приведем пример систем, у которых определитель системы 

0  и при этом в ),1(0 nii   

a) 







,2422

,12

321

321

xxx

xxx

             b) 







x

,x

00

00

2

1


  ;2422 321 xxx  .x 03

Нес ься, что в первой системе  




,

0

 

ложно убедит
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,0422,042 1

во

   

211

2

211
6.6. свсмвосвсм 







422422 

.0

222

222

111

,0

422

422

211
во 6.

3

6.

2

восвсмсвсм 







   

Система а) не имеет решения, так как первое и второе уравнения системы противоречивы. 

Система b), у которой также все определители равны нулю, напротив, имеет 

бесконечное множество решений ),,(  , где R,,  . 

Пример 2.3.3. Систему из примера 2.3.1 решить методом Крамер

Определитель 

а.  

  системы уже найден, осталось вычислить определители i  

при 3,1i . 

;0
1111

)1(51111

100

5116

121
4.

4

)2(

восвсм 




  
1111

411114315
1

)1(

;44)1014(11
1114

)1(511145161 4 

  

100113
)1(

1110
411104152



)3(

2








.132)4347(33
143

147
33)1(

153343

163347

100

1532

1611

123
4

)2(

)3(

3 












   

Подставляя значения определителей в формулы (2.3.5), найдем решение системы: 

.3
44

132
;1

44

44
;0

44

0 3
3

2
2

1
1 























 xxx  

Ответ: .  
 

Замечание 2.3.3. Решение системы (2.3.1) не зависит от выбранного способа. 

В общем случае метод Крамера используется для систем, у которых количество 

уравнений совпадает с количеством неизвестных. Однако используя несложный 

«приём», метод Крамера можно распространить и на произвольные системы.  

)3,1,0(
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Пример 2.3.4. Решить систему уравнений 








.xxx

,xxx

043

232

321

321  

Решение. 

Найдем ранги матриц   

.0

2

143

312
,143

312







 








 
 AA  

десь rangA=rang AЗ =2, так как среди миноров 2-го порядка этих матриц есть 

отличные от нуля,  например 05
43

12
2 M , а миноров 3-го порядка нет. По 

теореме 2.2.1 система совместна.  Оставляя переменные слева, перенесем 

перем вправо. Формально, получим систему, которой количество 

уравне твом неизвестных, т.е. 

Решая р

21 x,x  

у енные 3x  

ний совпадает с количес








.xxx

,xxx

321

321

43

322
 

 систему методом К амера, найдем 

,x
x

;x; 3
3

231 116
322

30538
12




   
xx

x

33

3

3
18

4

132

43 







.x,,
x

x,x,,
x

x 3
2

23
1

1 2221
5

116
6261

5

138









33 





 

Полагая 3x , где R , получаем  решения системы: );2,22,1;6,26,1(   .  

Ответ: );2,22,1;6,26,1(   , R . 

 

§4. Метод Гаусса* решения систем линейных уравнений 

 

Для практического решения систем с большим числом уравнений и неизвест- 

ных описанные выше методы обратной матрицы и Крамера неудобны. В случае же когда 

нени стем известных, матрич- 

ный м ще применять нельзя. Универсальным способом решения систем ли- 

                                                

 

число урав й в си е не совпадает с количеством не

етод вооб

 
* Карл Фридрих Гаусс (1777–1855) – немецкий математик. В 1849 году в своей работе описал метод 
последовательного исключения неизвестных для нахождения решений систем линейных уравнений. 
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нейных урав жит принцип 

последовательного исключения неизвестных.  

 

 2.4.1. Элементарными преобразованиями системы называются 

следующие преобразования: 1) перестановка уравнений системы местами; 2) 

умножение некоторого уравнения системы на отличное от нуля число; 3) прибавление 

к одному уравнению другого, умноженного на любое число; 4) вычеркивание нулевой 

строки (исключение уравнений, тождественно удовлетворяющихся любыми 

значениями

Несложно убедиться, что при использовании элементарных преобразований от 

системы переходят к системе,  эквивалентной данной. 

Элементарные преобразования системы удобно производить над строками  ее 

 способ построения и записи эквивалентных систем. 

Предположим, что первым в системе (2.1.1) стоит уравнение, в котором коэффициент 

Если это не так, то этого всегда можно добиться перестановкой уравнений или 

нений является метод Гаусса, в основе которого ле

Рассмотрим систему (2.1.1): 
 


  ,bxa...xaxaxa nn 11313212111






 xaxaxa

...
nn 3333232131

 


,bxa...xaxaxa

,bxa...xaxaxa nn 22323222121

 

 mm 11  .bxa... mnmnm 3322

3

Определение

 неизвестных).   

расширенной матрицы.  

Опишем стандартный

0a . 

неизве

11

стных. К каждой строке матрицы A , начиная со второй, прибавим почленно 

первую строку, умноженную на 
111111 aaa

первом столбце все элементы, за исключением 11a , будут равны нулю. То есть, 

ив первое неизвестное из всех уравнений, начиная со второго, мы получаем 

эквивалентную систему   расширенной матрицей вида 

13121 ,...,,
aaa m , соответственно. Тогда в 

исключ

с
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.b
~
...

b
~
b

b

.....

a~...a~a~
a~...a~a~
a...aaa

n

n












3

2

1

33332

22322

131211

0

0
~

a~...a~a~ mmnmm

n







 32

1

0

   

Если в получившейся системе вторая переменна присутствует, начиная со 

второй строки,  хотя бы в одном уравнении, то мы можем применить прежний приём 

и исключить вторую переменную из всех уравнений, кроме первых двух.  

 

я 

Повторяя описанную процедуру необходимое число раз, приводим 

расширенную матрицу системы к  следующему виду: 

,

...

...

0...000

.....

0...000

...000

.....

...00

...0 2

333

22322








n

n

b

b

aa

aaa

... 11131211 



 n baaaa

1

3






















m

r

rrn

b

b

ba
                                 (2.4.1) 

где ),1(0 riaii  . 

Если в (2.4.1) среди свободных членов mrr bbb ...,,, 21   

в этом случае 

есть отличные от нуля, то 

система не имеет решения. Действительно, ArangrangA  , а согласно 

еме 2.2.1 о и означает, что система несовместна. Если  все теор эт

0,...,0,0 2  mr bb , то последние (  системы обращаются в 

тождества 0=0 и могут быть отброшены. В зависимости рицы (2.4.1) 

возможны два случая:

иведена к треугольной форме (r=n). В этом случае система, 

согласно теореме 2.2.2, имеет единственное решение. Для того чтобы его найти, 

нужно от матрицы перейти

1 rb m–r) уравнений

 от вида мат

  

a) матрица (2.4.1) пр

 к системе, при этом удобно последнюю строку 

расширенной матрицы записывать в первую строку системы, т.е. 




































...

..

,

,

........

...00

...0

...

1,111,1

3

2

1

333

22322

1131211

xaxa

bxaxa

bxa

b

b

b

aa

aaa

aaaa

nnnnnnn

nnnn

n

n

n

 






  ....

,

.

...000
11313212111

22323222

),1;0( bxaxaxaxa

bxa
ba

nn

nn

niiiannn

  (2.4.1') 
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Решая систему (2.4.1') последовательно сверху вниз, находим весь набор 

составляющий решение.   

b) матрица (2.4.1) приведена к трапециевидной форме (r<n). В этом случае 

система, согласно теореме 2.2.3, имеет бесконечное множество решений. Запишем 

систему, соответствующую полученной матрице:  

)...,,,( 21 nxxx , 




 






  .......

,.........

......00

......

111212111

222222

),1;0( bxaxaxaxa

bxaxaxa

baa
nnrr

nnrr

riiiarnrrr

Все переменные делим на две части: основные (базисныеВсе переменные делим на две части: основные (базисные












...0 22a
  (2.4.1'') 

) и свободные (небазисные). 

Основные выбираются так, чтобы их было столько же, сколько уравнений, и чтобы 

коэффициенты при них образовывали отличный от нуля определитель, т.е.  базисный

минор. Их выбор неоднозначен, однако, по-возможности, в качестве основны

первые r переменных.    Все остальные переменные (их количество n–r) объявляются 

мер 2.4.1. Решить системы методом Гаусса: 

a)       

  (2.4.1'') 

) и свободные (небазисные). 

Основные выбираются так, чтобы их было столько же, сколько уравнений, и чтобы 

коэффициенты при них образовывали отличный от нуля определитель, т.е.  базисный
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свободными и переносятся к свободным членам вправо. Относительно основных 

переменных система будет иметь треугольный вид. Последовательно решая 

уравнения системы, мы получим, что все  основные переменные будут выражаться 
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Матрица A  приведена к треугольной форме (r=n=3). Следовательно, система имеет 

единственное решение, которое находим из системы: 
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Имеем 3 ArangrangA

 n=4,  r<n, т.е. 

. Следовательно, система совместна. Число неизвестных  в 

системе система приведена к трапециевидной форме. Таким образом, он  

имеет бесконечное множество решений. Для того чтобы их найти, определимся, какие 

переменные мы будем считать основными, а какие свободными. Для этого найдем один из 

а

базисных миноров матрицы системы, например, минор 05
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у й це.  Последовательн

выражая базисные переменные через небазисные, находим общее решение системы: 
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является решением системы. 

Ответ: ),35,24,32(   , R . 
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§5. Одн ений 

 

им систему линейных нород ых уравнений: 
 

                                 (2.5.1) 

 

Система (2.5.1) является частным случаем системы (2.1.1). Она всегда совместна. 

С одной стороны, это вытекает из теоремы Кронекера–Капе

ородные системы линейных уравн

 Рассмотр од н
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
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  ,xa...xaxaxa nn 02323222121


 ...



лли, так как матрица A  

получена из А добавлением нулевого столбца и, следовательно,  ранги этих матриц 

равны. С другой стороны, это видно и непосредственно, так как ей всегда удовлетворяет 

решени

е).

ользуя теор

Пусть матрица А  системы (2.5.1) имеет ранг

е )0...,,0,0( , которое будем называть нулевым, или тривиальным. Иногда

система (2.5.1), кроме тривиального, может иметь и другие решения (нетривиальны  

Рассмотрим условия существования нетривиальных решений для данной однородной 

системы. 

Исп емы  2.2.2, 2.2.3 и замечание 2.2.1, получим следующие результаты.  

 

 }),min{( nmrr  .  

ное нулевое решение, когда ранг ее матрицы равен количеству 

неизве

 в системе совпадает с числом 

неизвестных (m=n), то система (2.5.1) имеет единственное нулевое решение тогда и 

тольк

 Система линейных однородных уравнений (2.5.1) тогда и только тогда имеет 

единствен

стных, т. е. r=n.  

В частности, если  количество уравнений

о тогда, когда матрица А невырожденная, т.е. 0det A .  

Для того чтобы система (2.5.1) имела нетривиальные решения, необходимо и 

достаточно, чтобы ранг матрицы системы был меньше числа неизвестных, т. е. r<n. 

, решая систему методом 

Гаусса

Если в однородной системе (2.5.1) число уравнений меньше числа неизвестных 

(m<n), то она имеет бесконечно много решений. 

 Все нетривиальные решения системы можно найти

, который подробно описан в предыдущем параграфе.  

Замечание 2.5.1. В матрице A  однородной системы (2.5.1) нулевой столбец

свободных членов писать не будем. Поэтому вмес

 

то матрицы A  будем писать матрицу А. 
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Пример 2.5.1. Решить однородные системы уравнений  
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Найдем один из базисных миноров этой матрицы. 
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  x,x е R,, гд53  , тогда ),37,,4,613(    

является общим решением системы. 

Ответ: ),37,,4,613(   ;  R,  . 

Замечание 2.5.2. Здесь в качестве базисных переменных можно было бы взять 

переменные Однако вычисления в этом случае будут более громоздкими.  

 

 321 x,x,x . 
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Матрица системы приведена к треугольной форме, следовательно, система 

имеет единственное тривиальное решение. 

Ответ: . 

Пусть –  вектор-решения системы  (2.5.1), а  – 

некото

инацией вектор-решений системы. 

ние 2.5.1. Вектор-решения называются линейно 

зависи если хотя бы о й остальных

тся линейно независимыми. 

Вектор-решения системы линейных однородных уравнений обладают 

ция конечного -р

В о с д
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p

Определе pC...,,C,C 21

мыми, дно из них является линейной комбинацие . В 

противном случае вектор-решения называю

следующими свойствами. 

Лемма 2.5.1. Любая линейная комбина числа вектор ешений 

системы однородных линейных уравнений (2.5.1) также является вектор-решением 

данной системы. 

 этом несложн  убедить я непосре ственной подстановкой линейной 

комбинации вектор-решени

Лемма 2.5.2. Пусть для системы  линейных однородных уравнений (2.5.1) 

nr  , где r  – ранг матрицы системы, а n – число неизвестных. Тогда эта система 

имеет  (n–r) линейно независимых вектор-решений таких, что любое другое решение 

этой с е б

 

ист мы является их линейной ком инацией.  

 



Доказательство. 

Так как в системе (2.5.1) nr  , то данная система имеет n–r  свободных 

неизвестных. Не нарушая общности, можно считать неизвестные rx...,,x,x 21   

базисными. Решая систему методом Гаусса, выразим базисные переменные через 

небазисные 
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



































 






rnr

rn

rn

rn
rr d

d

d

C
d

d

d

C
d

d

d

......... 

C

1

0

0

1













 rnnrr Cc...CcCcC   2211 . То есть вектор- 
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решение (2.5.3) является линейной комбинацией линейно независимых вектор-

решений . 

 Замечание 2.5.3. Можно показать, что (n–r) – максимальное число линейно 

независимых вектор-решений системы. 

Определение 2.5.2. Максимальный набор линейно независимых решений 

однородной системы называется фундаментальной системой решений.  

 Совокупность решений (2.5.4) является фундаментальной. Эта совокупность 

назыв

дения нормированной фунд темы 

 качестве значений свободных переменных подставить строки (столбцы) 

единич

тальную систему решений для системы из 

приме

 rnC...,,C,C 21

ается нормированной фундаментальной системой решений. 

Замечание 2.5.4. Для нахож аментальной сис

решений однородной системы с n неизвестными ранга r (r<n) нужно в общее решение 

системы в

ной матрицы rnE  . 

Пример 2.5.2. Найти фундамен

ра 2.5.1а. 

Решение.  

 В примере 2.5.1 уже найдено общее решение системы 

),37,,4,613(   ; R,  . Фундаментальная система решений 

состоит из 5–3=2 решений. Беря в качестве свободных переменных строки (столбцы) 

единичной матрицы 









10

01
2E , т.е. 1001   ,;, ,  получаем вектор-

решения 

,


 0

 систему решений. 

 Ответ: )1,3,0,1,6(),0,7,1,4,13(

C

,

C
































1

3

0

1

7

1

4

21  











 613

образующие нормированную фундаментальную

 . 

Пример 2.5.3. Н системы айти фундаментальную систему решений 

 








.xxxxx

,xxxxx

0442

042

54321

54321  
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Решение. 

В данной системе число уравнений меньше числа неизвестных. Следовательно, 

система имеет нетривиальные решения. Таким образом, ществует фундаментальная 

система решений указанной системы. Найдем общее решение системы методом Гаусса: 

су

.23100
~

69300
~

41142 )
3

1
( 






 



 




A
141211412114121)2(






  

 

эффициенты 

при этих неизвестных образуют ненулевой определитель

В качестве базисных можно взять переменные 31 x,x , так как ко

  01
10

11
 . Остальные 

переменные:  – будем считать свободными. Выражая базисные переменные 

через , получим  

542 x,x,x

небазисные







.xxxx

,xxx

5421

543

2

23
 

Общее решение системы имеет вид: ),,23,,2(



  , где R,,  . 

Фундаментальная система решений вектор  

Найдем их, беря в качестве свободн строк

матри

образуют нормированную фундаментальную систем  решений данной системы. 

Ответ: 

системы состоит из 5–2=3 

ых переменных элементы 

-решений

 (столбцов) 

.

цы 3E . Вектор-решения 





































0

0

1

0

0

1

321























































1

2

1

0

3

1

0

0

2

C

,

C

,

C  

у

).1,0,2,0,1(),0,1,3,0,1(),0,0,0,1,2(   
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Глава 3 

ПРАКТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

 

 

§1. Матрицы и действия над ними 

е 3.1.1. Найти сумму матриц А+ , разность матриц А–В и 

произведения матриц АВ и ВА, если они существуют: 

)                                      2)   

)                         4)              

5)  

7)         8)  

Задание 3.1.3. Найти матрицы , если  

Задание 3.1.4. Даны м

 матрицу Х, удовлетворяющую 

 

Задани В

1   
;7

3
,21 








 BA  ;134

,1

5

2





















 BA

3  
;96

41
,37

25
















 
 BA

;1054

295

753

,702

416
























 
 BA

;1312

1534
,187

502



















 BA           6) 

10

A
;310

042

121

,1

046

123


































 B  

 
.103

51

34

02

,1729






















 BA   214

623

,270

251

324

































 BA

;835 





Задание 3.1.2. Для матрицы  












43

21
A   найти 35 ,AA T .  A

 AA,A T 22 

.111

111

1













 
A  

11

атрицы  

.
B

,
A 























59

41

113

65
 

Найти условию: 1) BXA 32  ;   2) . 

Задание 3.1.5. Найти f(A), если: 

1)   2 ;                     2) 23 . 

23 BEXA 

,02

21








A 43  xx)x(f ,A 










13

21
  12  xxx)x(f
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§2. Определители: свойства и вычисление 

Задание 3.2.1. Вычислите опред : 

1) 

 

елители

;107

73




             2) 
;sincos

cossin





            3) 

;182

55,0 
                     4) 

;baba

baba




 

5) 

;114

23           6) 1

452






;111

231     

453




           7) 

;231

11 2

353

                8) 

.213

132

321

 

Задание 3.2.2. При каких значениях  а определители равны нулю: 

1) 
;1 a

aa
              2) 

;111

21 a             

45



a

   3) 

;560

14

212




a             4) 

.a

a

a






111

111

111

 

 

Задание 3.2.3. Найти )det( BA   и det( ABT  ) , если 

Задание 3.2.4.  Не вычисляя, найти величину определителя: 

1) 

.
B

,
A 





 





75

36

5
 

 14

3

;000

3            2) 4

212

a



;252

314               3) 

252 

 ;8512

213
416 


             4) 

.zyxyx

wvuvu

cbaba





 

 

Задание 3.2.5.  Дана матрица 

Найти: я элементов 

второго столбца. 

З 6. Вычислит ель 

.

A


















594

5

9117

 


82

1) миноры элементов третьей строки; 2) алгебраические дополнени

адание 3.2. е определит

,436

304

512


 

разложив его по элементам 1) первой строки; 2) второго столбца. 
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Задание 3.2.7. Вычислите определитель 

,1401
4210

0132

10





 

разложив его по элементам 1) первого столбца; 2) третьей строки. 

Задание 3.2.8. Вычислите определители, используя их свойства и теорему о 

разложении определителя по элементам строки (столбца):  

21

1)
;1139 

      2)353

247




     

;932 
213            3)

725 

;841

12421

1

4112

9436





        4)

.0121

1100

3142

1263






 

 

 

§3. Обратная матрица, матричные уравнения. Ранг матрицы 

Задание 3.3.1.   Найти матрицы, обратные данным (если они существуют), и 

сделать

1)                  2)                     3)                    4) 

5)               6)           7)                 8)

 

 проверку: 

;92

72











;25

41







 
;4

97











;53

106








 

3

 153

531









  
;135 



 ;275 



 ;101 





 864

432












 432

210









.141

215

321




















 

Задание 3.3.2. Решить матричные уравнения BXA   и BAY  , если 

210121 

.,1 
 101

432

02

011 























 BA  

Задание 3.3.3.  Решить матричное уравнение 

За

.43

12

31

21

14

53







 





















X  

дание 3.3.4. Решить матричное уравнение EBAX  2 , если 

.433

215
,265

210












203132









 












 BA  
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Задание 3.3.5. ть матричнРеши ые уравнения BXA  , если 

.2820

75
,412

13

















 BA  

Задан ти, используя , ранги матриц: 

1)      4)

5)                    6)                 7) 

8) 

ие 3.3.6. Най определение следующих 

;0
                2) 

;30

02
               3) 5            3

14

52

















;7

1
















 

;500

20

102
















  

;041 
 ;452 



2

1531

0421















111

812










;401

755

1267















 
 

;174

5

141

164





















76 
                 9) 

3402 





            10) 
21

;3213

4231

3021
























.00000000

166000

25310100

43120041
























 

Задание 3.3.7. Найти ранги матриц, используя элементарные преобразования: 

1)   2)   3)   4)       

5)

Зад   Най мости от действительных 

значений параметра а: 

Задание 3.3.9. При каких значениях x ранг данной матрицы равен 3: 

 

;1539 
 ;8163 



  2

 


3

10262

5131














;12624

1

10512

















3132

2301












0215

8213





















;71

313

421

















111

201














;8218125

41963

01642

40321






















 

.4

1









213 


       6) 
4721

4302







      7)

30010

21310




  

; 0

5

ание 3.3.8. ти ранг матрицы в зависи

.a 
















16

032

112




 

.x




 112









3210

6325

36

 


95
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§4. Критерий совместности систем линейных уравнений. Решение систем 

линейных уравнений методом обрат атрицы и по улам Крамера 

 

Задание 3.4.1. Исследуйте на совместность следующие системы: 

  3)

4)   5)
  ,3321 xxx

 6) 

Задание 3.4.2. Решить системы (если это возможно) методом Крамера и 

методом обратной матрицы: 

1)                       2)                        3)    

Задание 3.4.3. Решить системы (если это возможно) методом Крамера и 

методом обратной матрицы: 

1)     

4)               5)                6)         

7)           8)                 9)      

10)             11)                12)      

ной м форм

1) ,   2) 8x x












;14234

242

,632

321

321

321

xxx

xxx

xxx














;311872

,22357

,34

4321

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

  













;1032

,7653

,191585

4321

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

 















;13435

,12927

,11

4321

4321

4231

xxxx

xxxx

x


 


7632

,2957 4321

xxxx

xxx   ,32 xxxxxx

 

  ;72 321 xxx













.132

,32

,32

654321

654321

654321

654321

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx
 







;xx

,xx

542

1353

21

21








;xx

,xx

42

362

21

21








.xx

,xx

132

1357

21

21









 ;023 31

321

321

xx




,02

,12

xxx

xxx

               2) 







,24755

,331267

xxx

xxx

        3) 







30253

22542

xxx

xxx


  ;54 31

321

321

xx 
  ;43465

,

,

321

321

321

xxx

 












;733

,32

2

321

321

321

xxx

xxx

x  ,03 xx   ,422 xxx   xx










;6562

,533

321

321

321

xxx

xxx   










;5

,82

,12

21

321

321

xx

xxx

x

 













;4452

,1423

,74

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 











5344

,322

,2210

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 













;147

,2319

,3254

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 ;

 










,144

,14

321

321

321

x

xxx

xxx

 ;1xx 
  ;5583 xxx 

  ;74xxx

 







,523

,432

321

321

321

xxx

xxx

 







,1123

,0

321

321

321

xxx

xxx
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13)  


,5223

,53

321

321

xxx

xx

         14)

 ,152 321 xxx   ,1353 321 xxx







 ;1635

2

321 xxx

x

 











;12

,142

321

321

xxx

xxx                 15)        

16)          17)        18)           

19)          20)               21)     

 22)     23)             24)

 

§ 5. Метод Гаусса решения систем линейных уравнений. 

Од  системы линейн й 
 

 

Задание 3.5.1. Решить систему методом Гаусса: 

1)          2)               3) 

            

7)          8)              9)

 11)    12) 

13) 

 









;123

,22

321

321

xxx

xxx

 












;132

,4293

32

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 













;29365

,11973

,124332

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 












;04

,2

,43

31

21

321

xx

xx

xxx,1

 













;22

,05

32

321

321

321

xxx

xxx

xxx ,1 14

 












;144

,232

,5232

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 












;247

,2885

,532

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 












;3445

,56653

242

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  












;1853

,0543

,194

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 













.25542

,4381911

,37910

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

,6

    

нородные ых уравнени


 


;3842

,142

321

321

xxx

xxx x  ,


 


;31623

,1122

321

321

xxx

xx


 


;3015126

10542

321

321

xxx

xxx
 

4) 

         5)



9x

             6)


3





;2

,0

321

321

xxx

xxx
 





;464

,696

321

321

xx

xxx
 





;322

,7

321

321

xxx

xxx

 








;10135

,252

,332

321

32

321

xxx

xx

xxx


6 

2 
x

 







;426

,189279

,126186

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 








;32

,75233

,2322

4321

4321

321

xxx

xxxx

xxx

 

10) 













;1753

,3

,72

4321

4321

421

xxxx

xxxx

xxx














;454

,126543

,8772

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx













;11010

,232

,6243

432

4321

4321

xxx

xxxx

xxxx

 














;101142

2

42

4321

4321

21

xxxx

xxxx

xx




,4

,2675 43 xx

14) 












;254

,36543

,2772

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

   15) 





 
2

2 21 xx

 4321  



;133

,0

,1

31

321

3

xx

xxx

x
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 16    18) 

2) 17) 

19)


        20)

Задание 3.5.2. Решить однородную систему линейных уравнений: 

         2)     3)

          5) )

7)      8)                9) 
  ,035 321 xxx

Задание 3.5.3. Найти фундаментальную  решений следующих систем: 

1)                       2)                3)

4)            5)              6)          

 
















;244325

,233

,265482

2

4321

321

4321

xxxx

xxx

xxxx
 

 ,2773 4321 xxxx   ,162 321 xxx













;5103

,153

,82

321

321

321

xxx

xxx

xxx










;113

,11115

,1243

32

432

4321

xx

xxx

xxxx

  

 











;12316118105

,564342

,24322

6321

654321

654321

xxxxxx

xxxxxx

xxxxxx 
  321 xxx

54
 32 21 xx

 















.354

,355432

,32

,15

543

54321

54321

54

xxx

xxxxx

xxxxx

xx

 

1) 

                    










;0134

,052

,032

32

321

31

xx

xxx

xx

  













;0245

,032

,02

321

321

21

xxx

xxx

xx

  












;098

,032

,043

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

4)

4          6









;083

,092

,0632

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 












;017214

,033623

,014211

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  












;0

,02

,02

21

321

321

xx

xxx

xxx

 










;054

,06543

,077

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

2


 

















;030113

,01543

,052

,052

31

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx


  .0457 321 xxx

 

систему

 







;024

,02

21

21

xx

xx
 







;032

,03

321

321

xxx

xxx
 







;0333

,0

321

321

xxx

xxx
 

 







399

,033

321

321

xxx

xxx

;0 
2 

2x







;032

,024

321

321

321

xxx

xxx

  ,0xxx   xx

 







;042

,02

,02

321

321

321

xx

xxx

x

7) 



















;0
3

8

3

2

3

4

3

2

,0        
10

5

xx
12363

,0
5

4

5

1

5

2

5

1

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 8)

 

 

















.0486523

,01016622

,035532

,032

654321

654321

64321

654321

xxxxxx

xxxx

xxxxxx

xxxxxx
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Типовой вариант контрольной работы: 
 

Задание 1. Найти BA 23   и BAT  , если  

 

Задание 2. Найти ранг матрицы 

 

Задание 3. Решить систему (если это возможно) методом Крамера и методом 

братной матрицы 

Задание 4. Решить систему методом Гаусса 

 

Задание 5. Найти фундаментальную систему решений системы уравнений: 

 

 

 

 

 

 

 

.





 540

B

,

A









 













2

713

231

21

526

412

 

.












1987

165

1321

 


4

о


  ,xxx 394156 321  










.xxx

,xxx

366104

18352

321

321

 














.xx

,xxx

,xxxxx

23

14

352632

54

432

54321

 













.0235

,02

,02

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx
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Ответы к расчётным заданиям 

 

 §1.  3.1.1. 1) BABA  ,   не существуют,   2) B 
;147

63
,11 







 
 BAAB A , BA  

не существуют,  ;8  3)
,1213

24








 BA

,13

515 





 BA

4) B

4

20





AB

;1593

1423








   

268  

,6

66







 
1




 BA

,5511

217








AB BA ABA  ,  

,1295

1032













и BA  не существуют, AB

AB  и BA  не существуют

;84

0




  

4534

13





;   6) 



5) A
9

6




 BA

,14

20





7

3
 BA  B

,220

008

044




















,400

084

202
















 BA

,352

642

6157





















AB

;376

21230

0715





















BA 7)  BA  

 
,2

1297

41511

043

347

,6105

465

901





















































 ABBA  

8)

;55117

62717

75814





















BA  

1318,1045 







BABA   не существуют,  и BA ,  .3930AB  3.1


A  

3.1. 31

 .4. 1) X  

)

.2. 
17

6
5 




 TAA

3. 
,311

1

113
2


















A

.111

111

111

2




















 AAT  3.1
12

1









,24

13




 .11881

54373










,2

9




 2)

.4345

4249











X  

3.1.5. 1)  2)   

§2. 3.2.1. 1) –19;  2) 1;  3) 19;  4) 4ab;  5) –5;   6) 0;  7) –1;  8) –18. 3.2.2. 1) 

,04

42
)( 








Af

.2939

2629
( 








Af  

0a  

или 1a ;   2) ;   3) ;   4) 3a 4a 0a  или 3a . 3

3.2.

.2.3. det()det(  BAB T 969 . )A

4. 1) 0;   2) 0;   3) 0;   4) 

.zy

wv

cb

x

u

a

  313.2.5. 1) ,127M  ,53 3332 ;34M

0;  2) 0;  3) -219;  4) 0.  

M  

2) 40.  3.2.7. 24. 53.  3.2.6. ,122  A,30 23 AA12  3.2.8. 1) –67
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§3. 3.3.1. 1)
;2

1
2

1
4

7
4

9
1














A  2)

;22
1

22
5

11
2

11
1

1















A  3)   4) не

ществует; 5)

;73

941











A  

су  

;18
1

6
1

9
2

36
7

3
11

636
A не сущ36

36
1111

1

























  6) ествует;  7) 

;2
1

4
1

4
3

12
1

2
1

2
1

4
1

4
3

1
























A  

.34

8) 

11 
17

3
34

19
34

13
17

2
34

7
34

7
17

5
34

9

1

























A   3.3.2.    
,11107

985

5




















X

53  3

.263

3117

15





















Y   

3.3.3. 
.17

1819
17

4760







 

17

17 






X  3.3.4. 

.7
22

7
9

7
43

77
25

1564









 

X  3.3.5
 ba72

7
16








 . ,a 



 


ba

X
3735

  

.Rb  3.3.6. 1) 1;  2) 2;  3) 1;  4) 3;  5) 3;  6) 2;  7) 3;  8)    3;  9) 4;  10) 3.  3.3.7. 1) 1;  2) 2;

  5) 2;  6) 4;  7) 4. 3.3.8. Если 3) 2;  4) 3; 7a , то 2rangA ; если  то 7a , 3rangA .  

3.3.9. 3x .  

§4. 3.4.1. 1) не совместна; 2) совместна; 3) не совместна; 4) совместна; 5), 6) не 

совместна. 3.4.2. 1) ;
22

41
,

22

27






   2)  ;5,0;3   3)  3,4  . 3.4.3. 1) ;1,

3

1
,

3

2






   2) 

3)  4)  5)  6) решений нет; 7) 

 ;2,5,3  

 ;0,3,5  ;2,0,1  ;4,3,2   ;2,2,1   8)  ;3,2,1   9) ;
4

3
,

2

1
,

4

1






  

10), 11)  решений нет; 12) ;
3 
1

2,
3

1
,2 




  13)  ;2,3,1  14)  ;3,4,9  15)  ;28,20,5   

16) 1,3  ;2  17) ,  ;5,4,2 18)  ;20,7,5   19)  ;1,2   20) ,3 решений нет; 

21) 5,3  ;7  22) ,  ;5,4,2   23) ;
406

43


,

406

17
,

406

49


  24) 1,2  .5,   

§5.  3. 5. 1. 1) система не тна; 2)  ,5,21 ;R  3) );;5,225(    совмес  

 , ;R  4)   ;1,,1 R   5)   ;;5,11;0 R   6)   ;,18,11 R    

7) система несовместна; 8)   ;,,,32 R   9)   ,,24,,35    ;R  

10)  ,,24,,27 ;R   11)  34 ;R,,,,23       
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12) система несовместна; 13)   ;,,36,,422 R   14) система 

несовместна; 15) ;0,
3

2
,

1

 3,2,1

3





 16)  ;4,  17)  ;2,4,3  18)    3,,31 1,283  

;R    

)19    R  ,,221,24 ,,,,, ;  

20) R




 777
   ),21(

6
),1539(

7

1
),611(

4
),58(

2
. 3.5.2. 1) 2)  ;0,0,0  ;0,0,0   

3) ;,
5

7
,

5






 ;3
11

R    4) ,,,2 R  5) 0,0, ; 6)   R0  ,, ;   

7)  3 R ;,,,,23     8)   R ,3, ; 9). R

  . 




 ,
6

5
,

6

7

 3.5.3. 1)  ;2,1  2)  7,5,8 ; 3)    1,0,1,0,1,1  ; 4) 

фун

   3,1,0,3,0,1

 
; 5) 

д ы аментальной систем нет; 6)  1 ; ,,2,0,1,1 0

7)  ,0,0,1,2  ,1,0,1

8) 

  1,0,0,4,0 ;  
     1,0,0,4,;0,1,0,2,1,0;0,0,1,7,10,3 5,2  . 

 

 
 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 62



 63

БИБЛИОГРАФИЧЕСКИЙ СПИСОК 

 

1. Апатенок Р.Ф. Элементы линейной алгебры / Р.Ф. Апатенок, А.М. Маркин, 

.В. Попова. – Мн.: Вышейш. школа, 1977. – 256 с. 

2. Беклемишев Д.В. Курс аналитической геометрии и линейной алгебры: 

чебник для вузов. – 11-е изд., испр. / Д.В. Беклемишев. – М.: ФИЗМАТЛИТ, 2006. – 

12 с.  

3. Бугров Я.С. Высшая математика. Элементы линейной алгебры и 

налитической геометрии / Я.С. Бугров, С.М. Никольский. – М.: Наука. Главн. ред. 

из.-мат.   лит-ры, 1980. – 176 с.  

4. Ильин В.А. Линейная алгебра: учебник для вузов – 4-е изд. / В.А. Ильин, 

.П. Позняк. – М.: Наука. Физматлит, 1999. – 296 с. 

5. Курош А.Г. Курс высшей алгебры / А.Г. Курош. – М.: Наука. Главн. ред. 

из.-мат. лит-ры, 1968. – 432 с.  

6. Малаховский В.С. Избранные главы истории математики: учебн. издание. / 

.С. Малаховский. – Кал  2002. – 304 с. 

7. Мальцев А.И. Основы линейной алгебры / А.И. Мальцев. – М.: Наука, 1970. – 

402 с.  

метрии и линейной алгебре: учеб. 

пособие

 
 

Н

у

3

а

ф

Э

ф

В ининград: ФГУИПП  ”Янтарный сказ”,

8. Чехлов В.И. Лекции по аналитической гео

. / В.И. Чехлов. – М.: МФТИ, 2000. – 260 с. 

 
 


	Матрицы и системы линейных уравнений
	Оглавление
	Введение
	Глава 1. Матрицы и определители
	§1. Понятие матрицы. Виды матриц
	§2. Операции над матрицами и их свойства
	§3. Понятие определителя. Разложение определителя по элементам строки (столбца)
	§4. Свойства определителей
	§5. Базисный минор и ранг матрицы. Теорема о базисном миноре
	§6. Обратная матрица и ее вычисление. Матричные уравнения

	Глава 2. Системы линейных уравнений
	§1. Понятие системы линейных уравнений (СЛУ). Матричная форма записи СЛУ
	§2. Условия совместности систем линейных уравнений.Теорема Кронекера–Капелли*
	§3. Решение систем линейных уравнений методомобратной матрицы и по формулам Крамера*
	§4. Метод Гаусса* решения систем линейных уравнений
	§5. Однородные системы линейных уравнений

	Глава 3. Практическая часть
	§1. Матрицы и действия над ними
	§2. Определители: свойства и вычисление
	§3. Обратная матрица, матричные уравнения. Ранг матрицы
	§4. Критерий совместности систем линейных уравнений. Решение систем линейных уравнений методом обратной матрицы и по формулам Крамера
	§ 5. Метод Гаусса решения систем линейных уравнений. Однородные системы линейных уравнений

	Типовой вариант контрольной работы:
	Ответы к расчётным заданиям
	Библиографический список



